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POMORSKA LIGA ZADANIOWA ZDOLNI Z POMORZA

Konkurs dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych wojewddztwa pomorskiego
w roku szkolnym 2018/2019
Etap | — kwalifikacyjny
Przedmiot: matematyka

SCHEMAT OCENIANIA ZADAN OTWARTYCH
Uwagi.

1. W schemacie oceniania zapisano tylko przykladowe rozwigzania.
2. Za kazdy inny poprawny sposéb i pelne rozwiazanie uczen otrzymuje maksymalna
liczbe punktow.

Zadanie 1. (0-6)

Z dwobch miast A i B, odleglych od siebie o 18 kilometrow, wyruszyli naprzeciw siebie dwaj turysci.
Pierwszy turysta wyszedl z miasta A o jedng godzing wcze$niej niz drugi z miasta B. Oblicz predkosé,
z jaka szedt kazdy turysta, jezeli wiadomo, ze po spotkaniu pierwszy turysta szedt do miasta B jeszcze 1,5
godziny, drugi zas szedt jeszcze 4 godziny do miasta A.

Przykladowe rozwiazanie:
Przyjmijmy oznaczenia:

v,4— predkos$é, z jakg porusza si¢ turysta idgcy z miasta A [km/h] ,

vp— predkosé, z jaka porusza si¢ turysta idacy z miasta B [km/h] ,

t + 1 — czas turysty idacego z miasta A do momentu spotkania z turysta idgcym z miasta B [h],

t — czas turysty idacego z miasta B do momentu spotkania z turystg idgcym z miasta A [h] .

Do chwili spotkania turysta idacy z miasta A przeszedt droge sq, a turysta idacy z miasta B droge s,, gdzie
sq + s, =18.

Woweczas droga przebyta przez turystow do spotkania:

s1 = v, - (t + 1), natomiast s, = vg - t , gdzie: s; — droga pierwszego turysty, idgcego z miasta A, a S —

droga drugiego turysty, idacego z miasta B.
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Podobnie droga przebyta przez turystow po spotkaniu:
sy =vg-4 oraz s, =v,-1,5 ,gdzie: s; — droga drugiego turysty idacego dalej do miasta A, a S, — droga
pierwszego, idacego dalej do miasta B.

Mamy wigc uktad rownan:

UA'(t+1)=UB'4 VA'(t+1):UB'4
VB't:UA'l,S lub UB't:VA'l,S
4UB+1,517A:18 UA(t+1)+vB4:18

Mnozac dwa pierwsze rOwnania stronami przez siebie otrzymujemy:
vA'vB't(t+1) :vA'vB'4"1,5

Stad mamy rownanie t(t + 1) = 6, ktore po rozwiazaniu i odrzuceniu wyniku ujemnego daje
rozwiazanie t = 2.

(Uktad mozna rozwigza¢ takze metodg podstawienia).

Po podstawieniu warto$ci t = 2, wyznaczamy predkosci turystow:
km . km
UA_4T i vB—3T.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania

.......................................................................................................................... 1p.
Wyznaczenie drogi pokonanej przez obu turystéw do momentu spotkania:

S;=v,-(t+1) i s;,=vg-t

Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...ccuvvveiiniiiniiiriinioinriintieetseatsnesessosnrcionsasssonnses 2p.
Wyznaczenie drogi przebytej przez turystow po spotkaniu:

sy, =vg-4 oraz s, =v,-15

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania .......cceeeivieiiiniiieiieeiiniiineiireeetssetsestosmmescsnsses 3p.

Zapisanie uktadu rownan

UA'(t+1)=UB'4 UA'(t+1)=UB'4
UB'tsz'l,S |Ub UB'tsz'l,S
4UB+1'517A:18 UA(t+1)+UB4=18
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Rozwiazanie zadania prawie do KONCA .....cccovviiiiiiniiiniiiiiiieiiiiiiiiiieiiniieetiestiesionsssnscnnnes 4 p.

Zapisanie réwnania z jedng niewiadoma, pozwalajacego wyznaczy¢ czas lub predkos¢ jednego z
turystow, np.t(t+1)=6.

Rozwiazanie prawie pelne albo rozwigzanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ........cccccevviiiiiiiiiiiiiiiiinnnn. S5p.

Obliczenie czasu lub predkosci jednego z turystow, np. t = 2.
ROZWIazZanie Pelne .....ccevvviiiniiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieiiiatistieetiestosstoesssrassensossssssssenssnssns 6 p.
Wyznaczenie predkosci turystow:

km
h

km .
UA:4T i vg =3

Zadanie 2. (0-5)

Dla jakich warto$ci parametru @ rownanie ||3 — x| — 2| = a — 1 ma 4 rozwiazania?

Przykladowe rozwiazanie:

4 4

NN

v

U4
4
\
\
/\\/

i
|
- !" ~N
i
I

a) Obie strony rownosci traktujemy jako dwie b) Przeksztalcamy réwnos¢ do postaci:
funkcje: I3-x|-2|+1=a.
f)=|B3-x|-2if(x)=a-1 Obie strony rowno$ci traktujemy jako dwie

funkcje: fF(x) = [I3—x|—2|+1i f(x)=a
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W uktadzie wspotrzednych sporzadzamy w 4
etapach wykres funkcji f(x) = |13 — x| — 2|

W uktadzie wspotrzednych sporzadzamy w 5
etapach wykres funkcji
fO)=|3-x]-2|+1

W ukladzie wspotrzednych wykreslamy funkcje
f)=a-1

W uktadzie wspotrzednych wykre§lamy funkcje
f) =a

Z analizy wykresu wynika, Ze prosta
f(x) = a — 1 przecina funkcje f(x) w 4

Z analizy wykresu wynika, ze prosta f(x) = a
przecina funkcje f(x) w 4 punktach wtedy, gdy:

punktach wtedy, gdy 0 <a-1<2;
stad: 1 <a<3czylia € (1;3)

l<a<3czylia€ (1;3)

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania

............................................................................................................................ 1p.
Przedstawienie na wykresie funkcji f(x) = |3 — x|

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP «...cocevuiiniiniiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e rtireereeaes 2 p.
Przedstawienie na wykresie funkcji f(x) = |3 — x| — 2

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zZadania .........ccoeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e, 3p.
Przedstawienie na wykresie funkcji f(x) = |13 — x| — 2| lub f(x) = |13 —x| — 2| + 1

Rozwigzanie prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ......c.ccooevviiiiiiniiiiiniiinniae. 4 p.

Przedstawienie na wykresie funkcji/prostej f(x) = a — 1 albo f(x) = a, w taki sposob, aby widoczne
byly 4 punkty przecigcia obu wykresow funkcji (4 rozwigzania).

UWAGA: Wykreslenie w dowolnym miejscu uktadu wspotrzgdnych ww. wspomnianej prostej powoduje
odjecie 1 punktu.

Rozwigzanie pelne

Przeprowadzenie analizy warunku i udzielenie odpowiedzi, ze 1 <a<3lub a € (1;3).

UWAGA: Jezeli przesunigcie wykresu funkcji podstawowej rownolegle do osi OY nastapito o inny
wektor przesuniecia niz wskazuje zapis funkcyjny, a przy tym nie miato to wptywu na tok rozumowania —
przyznajemy 4 punkty.

Jezeli punktem wyjscia byta inna funkcja, np. f(x) = |k — x|, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita,
a dalsze rozumowanie jest poprawne, a uzyskane warto$ci parametru a sg inne, ale wynikajace z btednie
narysowanej funkcji pierwotnej — przyznajemy 4 punkty.
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Zadanie 3. (0-7)

Suma wszystkich czterech wspotczynnikow wielomianu W (x) = x3 + ax? + bx + c jest réwna 0. Trzy
pierwiastki tego wielomianu tworzg cigg arytmetyczny o réznicy rownej 3. Oblicz wspotczynniki @, bic .
Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

Przykladowe rozwiazania:

a) Dany jest wielomian W (x) = x3 + ax? + bx +c,

dla ktorego 1 +a+b + ¢ =0 (*).

Niech pierwiastek wielomianu x; = p. Wtedy: x, =p+3, x3=p + 6.
Wielomian mozna zapisa¢ w postaci W (x) = (x —p)(x —p —3)(x —p — 6).
Po przeksztatceniu i zredukowaniu wyrazow podobnych wielomian ma postac:
W(x) =x3+ (=3p —9)x? + (3p%? + 18p + 18)x + (—p3 — 9p? — 18p)

Poréwnujac wielomiany i ich wspotczynniki oraz wlasnosci wspotczynnikéw wielomianu (*),
otrzymujemy uktad rownan:
a=-3p-—9
b =3p?+18p + 18
c=-p3—-9p?-18p
l+a+b+c=0
W rezultacie w wyniku dalszych operacji otrzymujemy réwnanie stopnia trzeciego:

(%)

p>+6p*+3p—10=0
Rozwigzaniami tego réwnania sg: p; = 1, p, = =5, p3 = —2.

Po podstawieniu do pierwszych trzech rownan uktadu rownan (**), otrzymujemy wartosci
wspotezynnikéw a, b, ¢ wielomianu W(x):

a=-—12 a==6 a=-3
b=39 albo { b=3 albo {b=-6
c=-28 c=-10 c=28
Inne rozwiazania:
b) Mozna skorzysta¢ z wlasnosci, ze pierwiastki wielomianu x; = p, x, =p + 3, x3 = p + 6 spelniaja
wielomian. Wtedy mamy odpowiednio:
pP+ap?+bp+c=0
@+3)3+a(@+3)2+b(p+3)+c=0
P+6)2+a(p+6)°>+b(p+6)+c=0

Kontynuujac dalej przeksztatcanie uktadu rownan, otrzymujemy uktad rownan (**). Kontynuujemy
rozwiagzywanie tego ukladu réwnan.
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¢) Mozna skorzysta¢ z wzorow Viete’a:

X1 +x,+x3=—a ptp+3+p+6=-—a
X1Xy + XoX3 + X1X3 = b | wtedy: (***) {p(p+3)+(@P+3)p+6)+p(p+3)=>b
X1t Xyt X3 = —C p(p+3)(p+6)=—c

A nastepnie przeksztatcamy uktad rownan (***) do postaci uktadu rownan (**).

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania

.............................................................................................................................. 1p
Zapisanie wielomianu w postaci iloczynowej: W(x) = (x —p)(x —p — 3)(x — p — 6), gdzie
p, p+ 3, p+ 6sapierwiastkami tego wielomianu,
p>+ap?+bp+c=0

albo zapisanie uktadu rownan: { (p + 3)3 +a(p +3)2 + b(p + 3) + c = 0,

P+6)3+a(p+6)2+b(p+6)+c=0
gdzie p, p +3, p + 6 sa pierwiastkami tego wielomianu,
albo zapisanie uktadu rownan, korzystajac z wzorow Viete’a:

p+p+3+p+6=-—a
r(p+3)+@+3)(p+6)+p(p+3)=>b
p(p+3)(p+6)=—c

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP ....cocvvuiiniiniiniiiiiniiiiieiiiiiiiiiiiteiiieiniiaseaes 3p.

a=-3p—9
Zapisanie uktadu rownan: { b = 3p% + 18p + 18

c=-p3—9p*—18p
a=-3p-—-9
— 22

albo zapisanie uktadu rownan: b=3p"+ 182p +18

c=-p3—9p%2—18p

l1+a+b+c=0

UWAGA: W przypadku btedow rachunkowych, ale w zapisie uktadu réwnan widoczne sa 3 (albo 4)
zmienne — przyznajemy tylko 2 punkty.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania .......ccoeiviniiiniiiniiinicieiienieiseetseatosnsesssssnissenes 5p.

Rozwigzanie uktadu rownan, aby otrzymaé réwnanie p> + 6p? + 3p — 10 = 0
i takze wyznaczenie wszystkich rozwigzania réwnania: p3 + 6p? + 3p — 10 = 0,

Zdolni z Pomorza

Regionalny Program Operacyjny Wojewddztwa Pomorskiego na lata 2014-2020 [Strona 6  11]



Fundusze . .
. URZAD MARSZAtKOWSKI
Europejskie A Unia Europejska

. ) WOJEWODZTWA POMORSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny L
Program Regionalny *

(N

-———
ZdolnizPomorza

SLUPSK

ti.pr=1 p,=-5 p3=-2

UWAGA: Zapisanie wylacznie rownania bez wyliczenia jego rozwigzan — 4 punkty. Jesli przy
rozwigzywaniu rownania wystapig btedy rachunkowe — przyznajemy 4 punkty.

Rozwiazanie prawie pelne albo rozwigzanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) .......ccoevviiiiiiiiiiiiiiiniiinnnn.. 6 p.

Rozwiazanie zadania do konca, przy czym popetnione zostaty btedy rachunkowe,
albo wyznaczenie wspdtczynnikow a, b, ¢ tylko dla dwoch ciggow.
ROZWIazZanie Pelne .....cccvvuiiiiiiiniiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiieiienioteisestserssmmssntssssossssesssnsssrnsonssnes 7 p.
Wyznaczenie wszystkich 3 ciggow wspodtczynnikdw:
a=-—12 a=-3 a==6
b=39 albo {b=-6 albo { b=3

c=-—-28 c=28 c=-10

Zadanie 4. (0-6)

2
)Zx +x+1 2x2+3[—x2—1

Wykaz, ze rownanie ( = (2 + \/E) posiada co najmniej 1 rozwigzanie

1
V9-4+5.
w zbiorze liczb rzeczywistych.
Przykladowe rozwiazanie:

Mamy rozwigza¢ rownanie:

2x2+x+1 2x2+3/x2-1

(*)( 1 ) :(2+\/§)x+x
V9-45

Wyznaczamy dziedzine réwnania (*): x2 — 1 >0 < x € (—o0; —1) U (1; o).

Przeksztalcamy podstawe potegi znajdujaca sie po lewej stronie rownania (*). Korzystamy z wzorow
skroconego mnozenia (kwadrat r6znicy dwoch liczb), a nastepnie wykorzystujemy wtasnosé

VaZ = |a|

<;>:/ R W A N T N
) \oraes) )

Pozbywamy si¢ postaci niewymiernej z mianownika utamka, korzystajac z wzoru na réznice kwadratow:

1 1 V5+2

\/3—2:\/3—2'\/§+2:\/§+2
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Otrzymujemy rownanie wyktadnicze w postaci:

(*%) (\/§+ 2)2x2+x+1 _ (2 + \/§)2x2+3{/m

Na podstawie twierdzenia o rownosci potgg o tych samych podstawach mamy:

202 +x+1=2x2+x2 -1

Rozwiazujemy réwnanie: x + 1 = VxZ2 -1, podnoszac obie strony do potegi trzecie;.

Otrzymujemy rownanie wielomianowe:
(***) x3 + 2x? + 3x + 2 = 0, ktorego jednym z rozwigzan jest X = —1.
Mozemy wigc réwnanie (***) zapisa¢ w postaci: (x + 1)(x? + x + 2) = 0, gdzie A,z ,,,< 0

Tak wigc rownanie (*) posiada tylko jeden pierwiastek rzeczywisty czyli wykazano, ze posiada ono
€O najmniej 1 rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania

.......................................................................................................................... 1p.
Wyznaczenie dziedziny rownania: x> —1>0 < x € (—oo; —1) U (1; )
albo przeksztatcenie podstawy potegi lewej strony rownania
1 o 1 1
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP «...ccoceviiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiminiieieiennceeseess 2 p.

Wyznaczenie dziedziny rownania: x> —1>0 < x € (—oo; —1) U (1; )

i takze przeksztalcenie podstawy potegi lewej strony rownania

(L O
o—ws) | VE-2 VB2

albo przeksztatcenie podstawy potegi do konhcowej postaci:

1 1 1
(9_—4\@)_..._'\@_2'_\@_2_..._ \5+2

2x%+x+1 2x24+3x2-1
i takze zapisanie rOwnania wykladniczego w postaci: (\/g + 2) - (2 + \/E) S
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Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ........ccoceveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin e, 4 p.

. . 2x? 1 243371
Zapisanie réwnania wykladniczego w postaci: (V5 + 2) e T

Powolanie si¢ na twierdzenie o réwnosci poteg o jednakowych podstawach i zapisanie oraz rozwigzanie
r . 3
réwnania: x + 1 = Vx2 — 1.

Rozwiazanie prawie pelne albo rozwigzanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ......c.ccooeiviiiiiiiiiiiiniiiininae. 5p.

Rozwigzanie zadania do konca i podanie jego pierwiastkow (rozwigzan). Bez analizy dziedziny rownania,

albo rozwigzanie réwnania z pewnymi usterkami rachunkowymi, niemajgcymi wptywu na przyjeta
metode rozwigzywania tego roOwnania.

RozZwWigzanie PeIe ......ccoueiviiniiiiniiiiiiiiiiiiiii ittt s s e as 6 p.

2x%+x+1 2,321
) = (2+v5)" """ " i wyznaczenie dziedziny

Podanie rozwigzan rOwnania (

1
V9-4+/5

rownania. Sformutowanie wniosku koncowego.

Zadanie 5. (0-6)

W trdjkacie prostokatnym ABC wysoko$¢ poprowadzona na przeciwprostokatng AB ma diugos¢ h,
a odcinek dwusiecznej poprowadzonej z wierzchotka kata prostego C zawarty wewnatrz tego trojkata ma
dhugos¢ d. Wyznacz dhugo$¢ przeciwprostokatne;.

Przykladowe rozwiazanie:

Wprowadzmy oznaczenia:
|AB|=c, |AC| =D, |BC|=a

D — punkt przecigcia dwusiecznej poprowadzonej z wierzchotka kata prostego C z przeciwprostokatng
AB,

P; i P, —pola trojkatow, na ktore dwusieczna poprowadzona z wierzchotka kata prostego podzielita
trojkat ABC,

P — pole trojkata ABC.

Poniewaz pole trojkata ABC mozemy policzy¢ na dwa sposoby, mamy wigc: % = % ,stad (*) ab = hc

Przyjmiemy, ze: P1 — pole trojkata BCD, P2 — pole trojkata ACD. Mozemy wtedy zapisac:
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adv?2 N bdv\?2
4 4

1 1
P=P +P,= Eadsin45° +§bdsin450 =

4 4 2

advV2 bdV?2 _ ab

_ 2w
Stad (*%) a+b—d\/E

Mozemy wykorzystaé twierdzenie Pitagorasa a® + b? = c? i zapisaé¢ je W postaci (a + b)? — 2ab = c?,
gdzie po podstawieniu (**) otrzymamy

) (Zab)2 2ab

ct=|——%=) —2a
dv2

Po podstawieniu (*) rownanie przyjmie posta¢

2d%— 4h?
2d?

2 _ 4h2C2
T 242

c — 2hc , stad mamy: c? (1 — ﬁ) = —2hc, idalej: c(

2d?

) = —2hc

Przeksztalcajac powyzsze rownanie otrzymamy:

2d%h
T onr—az

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania

.......................................................................................................................... 1p.
Wykorzystanie r6znych wzoréw na pole trojkata prostokatnego.

Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...cccvvveiiniiiniiinieieioiniiiatiecieerentsessossssrarcessionses 2p.
Zapisanie wzoréw na pola trojkatéw P; i P, wykorzystujacych kat 45°.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ........ccoceveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinceenas 3p.
Zapisanie uktadu rownan pozwalajacego wyznaczy¢ dlugos¢ przeciwprostokatne;j.

Rozwiazanie zadania prawie do KONCA .....coviveiiieiiiniiinioieiiieiieeisnecsssssstsssssesssestossssssssnses 4 p.

Zapisanie roOwnania zawierajacego tylko dane wielkos$ci h i d oraz poszukiwang dlugos¢
przeciwprostokatnej ¢, np.

2_4hzc2 h
¢t =—= c
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Rozwiazanie prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ........cccceviiiiiiiiiiiiiiieinnnn. S5p.

Rozwigzanie Pelne .......couiuiiniiuiiniiiiiiiiiiiiii i ees 6 p.
Wyznaczenie dtugo$ci przeciwprostokatne;j

2d%h

T o g2
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